XXXIIl OLIMPiADA BRASILEIRA DE MATEMATICA
PRIMEIRA FASE - NIVEL 3 (Ensino Médio)

GABARITO
GABARITO NIVEL 3
1) A 6)C 11) D 16) D 21)C
2) A 7)D 12) A 17) D 22)D
3)B 8)A 13)C 18) D 23)B
4) A 9)B 14) C 19) C 24)D
5 E 10) D 15) D 20) E 25)E

e Cada questao da Primeira Fase vale 1 ponto. (Total de pontos no Nivel 3 = 25 pontos).
e Aguarde a publicagio da Nota de Corte de promogao a Segunda Fase no site: www.obm.org.br

1. (A) Existem 6 caminhos entre 4 ¢ B com os seguintes custos de pedagio:

7+6 =13
4+1+6 =11
4+3+5 =12
9+5 =14
8+1+5 =14
8+4 =12

O valor minimo ¢é 11.

2. (A) Note inicialmente que pintamos 9.6 = 54 quadradinhos de vermelho. Quando serramos o cubo,
temos 27 cubinhos e como cada cubinho tem 6 faces quadradas, o total de faces quadradas ¢ igual a
6.27 = 162 quadradinhos. Destes, 54 sao vermelhos e os 162 — 54 = 108 restantes sdo brancos. Logo,
a razdo entre a superficie pintada de vermelho ¢ a superficie pintada de branco ¢ igual a 54/108 = 1/2.

3. (B) Para decidir qual das opg¢des ¢ a maneira mais econdmica de comprar 1,2kg de CHOCOBM,
vamos calcular o valor gasto em cada op¢do. Temos:

Na opgdo A), 6 latas de 200g, o valor da compra é 6 x R$3,00 = R$18,00.

Na B), 1 lata de 400g ¢ 1 lata de 800g , o valor da compra é 1 x R$5,00 + 1 x R$9,00 = R$14,00.

Na C), 4 latas de 200g e 1 lata de 400g, o valor é 4 x R$3,00 + 1 x R$5,00 = R$17,00.

Na D), 2 latas de 200g e 1 lata de 800g, o valor é 2 x R$3,00 + 1 x R$9,00 = R$15,00.

E na E), 2 latas de 200g e 2 latas de 400g, o valor ¢ 2 x R$3,00 + 2 x R$5,00 = R$16,00.

Ou seja, a opgdo B) ¢ a mais econdmica das opg¢des apresentadas.

4. (A) Utilizaremos a notacdo a|b para dizer que b ¢ divisivel por a. Entdo 30|72N < 5|12N < 5|N.
Além disso, 72|30N < 125N < 12|N. Logo N ¢ multiplo de 5 e 12, ou seja, € multiplo de 60. Entao
N > 60. Note que N = 60 ¢é possivel, pois 60|30 - 72.
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5. (E) A propor¢ao apresentada nos permite construir o seguinte padrao:

Meninos | Meninas | Total

1 5 6

2 6 8

3 7 10
4 8 12
5 9 14
15 19 34
16 20 36

Nela vemos que ha 20 meninas nessa classe.

6. (C) Inicialmente, para cada opg¢do calculemos o produto das vogais e consoantes de sua frase
correspondente.

A) 6 x 6 =136
B)5x6=230
C)7x6=42
D) 8 x 5 =40
E)7x7=49

A unica opgdo que corresponde ao nimero mencionado na op¢ao € a alternativa C.

1 1 1 1
7. (D) Note que ab =L. Como 0 <a<leO<b<l —21le —21 =>2—+—22
a+b 1 1 a b a b
a b
1 1 i
<:>1 1SE.Omammoocorreparaa=b=1.
7+7
a b
Outra maneira de resolver o problema ¢ observar que 5 =% I 2 I ¢ metade da média harmonica
a-+
7+7
a b

de a e b, e ¢ maximo quando a e b sdo maximos, ou seja, iguais a 1.

8. (A) Seja N o niimero de voos.

Se 10% dos voos foram cancelados, restaram 90% de N. Dos voos restantes, 20% foram cancelados
pela chuva, ou seja, 20% de 90% de N = 0,20 x 0,90 x N =0,18 x N =18% de N.

Dessa forma, a porcentagem do total de voos que foram cancelados é 28%.
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9. (B) Seja x=20112007. A expressao do problema ¢ equivalente a:
(x+4) +(x—4) —16x=2x> ~16x+32
=2(x* -8x+16)
=2(x—4)’
Ou seja, 2x20112003°.

10. (D) Podemos contar todas as maneiras de receber o troco de 37 centavos fazendo uma
listagem de todos os recebimentos possiveis, ordenando as moedas em ordem decrescente: ou
seja, dado que 37 =25x+10y + 5z + 1w, basta contar quantas solugdes inteiras nao-negativas

essa equagdo possui. Note que x representa o nimero de moedas de 25 centavos, y 0 numero

de moedas de 0 centavos, z 0 de 5 centavos ¢ w o de 1 centavo. As solugdes sdo:
(1,1,0,2);(1,0,2,2);(1,0,1,7);(1,0,0,12);(0,3,1,2);(0,3,0,7);(0,2,3,2);(0,2,2,7);
(0,2,1,12);(0,2,0,17);(0,1,5,2);(0,1,4,7);(0,1,3,12);(0,1,2,17);(0,1,1,22);(0,1,0,27)
(0,0,7,2);(0,0,6,7);(0,0,5,12);(0,0,4,17);(0,0,3,22);(0,0,2,27);(0,0,1,32);(0,0,0,37)

Logo, ha um total de 24 maneiras.

11. (D) As possiveis fatoragdes em primos de tais inteiros sdo: p’ ou pxg. Como esses inteiros sdo
menores que 30, devemos ter p,qe€ {2,3,5,7,1 1,13} . A lista de tais inteiros ¢€
2°,3°,2x3, 2x5, 3x5, 2x7, 2x11, 2x13 e 3x7.

12. (A) Sejam a = BAC, B= ADE ¢ 20=BCA. Temos ABC=50°+a. Pelo teorema do angulo
externo no tridngulo BCD: a.+50+06=90°+ B (*)

Além disso, 20.+20+50=180 pelo soma dos angulos interno do A4ABC. Substituindo o valor de

180-50
oa+0=

=65 em (*), temos =25.
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13. (C) Inicialmente, o dinheiro total que as mogas t€m ¢ igual a 11.2 + 7.5 + 3.10 = 87, e com isso,
temos que cada uma das mogas deve possuir 87/3 = 29 reais. Além disso, note que Esmeralda possui
22 reais, Rose tem 35 reais ¢ Nelly tem 30 reais. Como Rosa ¢ Nelly possuem mais do que 29 reais,
elas devem dar algumas notas a alguém — Rosa deve dar pelo menos 2 notas de 5 (se ela desse s6 uma
nota, ela teria 30 reais, mais do que 29), e Nelly deve dar pelo menos uma nota de 10. Dai, para Rosa
conseguir 29 reais ela precisa receber pelo menos 2 notas de 2 reais, e para Nelly conseguir 29 reais,
ela deve receber uma nota de 5 e duas de 2 reais. Portanto, Esmeralda entrega no minimo 4 notas de 2
reais, Rosa entrega no minimo 2 notas de 25 reais e Nelly entrega pelo menos uma nota de 10 reais.
Com isso, o nimero de notas que trocaram de maos € pelo menos 7. De fato, com 7 trocas é possivel
que as trés mogas possuam 29 reais:

. Nelly entrega uma nota de 10 reais a Esmeralda;
. Rosa entrega uma nota de 5 reais a Esmeralda e outra para Nelly;
. Esmeralda entrega duas notas de 2 reais a Rosa e 2 notas de 2 reais para Nelly;
1 4096 , T , . 1,
14. (O) 3 = To° concluimos que o primeiro digito ndo nulo apds a virgula de 3 ¢ 4.

15. (D) Se hoje esta chovendo, X deve obrigatoriamente ser um OVNI — nerd. Além disso, W nao
pode ser um ET-nerd, pois caso contrario estaria falando a verdade em um dia de chuva. Temos entio
a seguinte distribuicao:

(X Y, Z W)= (OVNI, UFO ou ET, UFO ou ET, OVNI ou UFO).
Se hoje ndo estd chovendo, X mentiu ¢ ndo pode ser um ET-nerd. As proximas trés falas sdo
verdadeiras, logo temos a seguinte distribuigdo.

X Y, Z, W)= (UFO, ET ou OVNI, ET ou OVNI, ET ou OVNI).
Portanto, é possivel que haja um UFO nerd e trés ET-nerds.

16. (D) Seja M o ponto médio de BC. Entdo, como ABC ¢ isdsceles com AB = AC o segmento AM ¢

2
também altura do tridngulo. Logo AM =~ AB>* —BM* = ]/52 - (g} =4 . Como a altura da agua é 3,

. . L 3 on n
o nivel da agua ¢ igual a 2 da altura do tridngulo. Como os tridngulos pequenos brancos formados
pelos espagos sdao semelhantes ao tridngulo original com a mesma razio de semelhanga (raiz quadrada

~ . . L 3 . ,
da razdo entre as areas, que ¢ a mesma), a altura 4 ¢ igual a 2 da altura relativa H a B. Sendo a area

de ABC igual a 6;24=12 em?, ACH =12@5H=24<:>H=% cm e h=%H=%-%=§ cm.

B3IM3C C 5 A
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17. (D) Note que, sendo a e b inteiros positivos, a! divide b! se, e somente se, a < b. Assim, (2011!)! é
divisivel por ((n!)!)! se, e somente se, (rn!)! < 2011!. Como o fatorial é uma fungdo crescente nos
inteiros positivos, (n!)! <2011! < n! <2011. Como 720 = 6! <2011 < 7! = 5040, temos que o valor
maximo de n ¢ 6.

k+1

18. (D) Se 10 <N <10"" entio 102 <JN <10 2 enquanto que 10’“23%«0“. Dai, a

operacao de dividir por 100 reduz mais a quantidade de digitos do que a operagdo de extrair a raiz
quadrada quando o nimero possui mais que cinco digitos. Apos as 4 primeiras operagdes, 0 nimero
que aparece na tela ¢ no maximo 2011,20112011=x.

Se nas proximas operagdes o numero nao for dividido por 100, precisaremos de no maximo quatro
operagdes para obter um nimero menor que 2. Se na proxima operagdo dividirmos por 100,
obteremos 20,1120112011 e nesse caso precisaremos de no maximo trés operagdes para obtermos um
numero menor que 2.

19. (C) Note que a soma de n numeros inteiros positivos distintos € menor ou iguala 1 +2+ ... +n=
n(n+1 . n(n+1
Q. Assim, devemos ter %S 2011 < n<62. Podemos escrever 2011 como soma de n

inteiros positivos distintos da seguinte forma: 2011=1+2+---+(n—-1)+ (201 1-(1+2+---+(n- 1)))

(aultima parcela ¢ 2011 — (1 +2+ ...+ (n—1)),pois 2011 >1+2+ ...+ (n—-1)+n <2011 - (1 +
2+ ...+ (n—-1)>n>n- 1. Assim os possiveis valores de n sdo 2, 3, 4, ..., 62, um total de 61
valores.

20. (E) No conjunto {5, 10, 20} podemos escolher no maximo dois nimeros. No conjunto {1, 2, 3, 4}
podemos escolher no maximo 3 numeros. Em cada um dos conjuntos {6, 12}, {7, 14}, {8, 16} ¢ {9,
18} podemos escolher no maximo 5 nimeros.

Logo, o total de numeros que podemos escolher ¢ no maximo 2 + 3 +4 + 5 = 14.

Um exemplo de tal conjunto ¢ {1, 3,4, 5, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20}.

21. (C) Como o tridngulo BCD ¢ is6sceles com BD = CD e M ¢é o ponto médio da base BC, DM ¢
também altura, ou seja, m(DMB) =90°. Com isso, o quadrilatero ABMD ¢ inscritivel em um circulo
de diametro BD.

B

A D C

Sendo O o centro desse circulo, a corda AM ¢ perpendicular a reta que passa por O e pelo seu ponto
médio N. Assim, AM ¢ perpendicular a ON, ou seja, AM ¢é perpendicular a BD. Assim, BN ¢ altura e
mediana do tridngulo ABM, o que implica ABM isosceles com AB = BM. Mas, lembrando que M ¢
ponto médio da hipotenusa BC de ABC, temos AM = BM = CM. Logo o tridngulo ABM ¢ equilatero e

m(ABC) = m(ABM) = 60° . Logo m(ACB)=90° —60° =30°.
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22. (D) Sendo a ¢ b inteiros, utilizando o binémio de Newton temos

IS | SR (R

Assim, e ZOZ“[NHJ( Al - wf(zonj wf(;o:)z’\/_za—bﬁ

=0
e(l_\/z)zmo_a—b\/__a—b\/_ 1+\/__a—2b+(a—b)\/§

= = . = =2b- b— 2.
1_\5 1—\/5 1+\/§ ) a+( a)\/_

23. (B) Como l+l+l=;:>l ;©a>2011 a ¢ pelo menos 2012. Substituindo a =
b ¢ 2011 a 2011
1 1 1 1 1 1
2012, encontramos ——+—+—=——<& —+—=——"—— ¢ podemos tomar b = ¢ =
2012 b ¢ 2011 b ¢ 2011-2012

2-2011-2012.

24. (D) Sejam A, B e C os conjuntos dos vértices dos trés poligonos, de 8, 12 e 18 lados,
respectivamente. Utilizaremos |X] para denotar a quantidade de elementos do conjunto X. Entdo
queremos calcular |[4 U B U C|=A|+ |B|+|C|—(ANnB|+|AnC|+|BnC|)+1]4 N BN C|. Mas
considerando que os poligonos tém um vértice em comum, a quantidade de vértices comuns dos
poligonos de m e n lados ¢ igual a mdc(m,n), € o0 mesmo resultado pode ser generalizado para mais
que dois poligonos. Assim, o resultado pedido é 8 + 12 + 18 — (mdc(8,12) + mdc(8,18) + mdc(12,18))
+mdc(8,12,18) =38 - (4 +2 +6) +2 =28.

E claro que vocé pode resolver o problema com um bom desenho:

25. (E) Como 4%+ (843 = 42(1+(2\/§ )Zj =42.13=(4J13] , o triangulo 4BC ¢ retangulo em B.

Como o quadrilatero ABCD ¢ inscritivel, o angulo D também ¢ reto, e 4C € um didmetro do circulo
circunscrito a ABCD. Enfim, como AD ¢ metade do didmetro AC, temos m(DAC) = 60° e

m(ACD) =30°. Logo m(ABD)=30° ¢ m(DBC)=60".
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30 600
4 = C
60 30

D

Sendo a = m(B;lC) , temos, pela lei dos senos,
BE AB 4 4

sen(30° + @) /sen B (sen30° cosa +cos30° sen) /sen
4 8 8 163

1 V3 ~ AB NG 4 N 7

= N° —+43  ——+43

2cotgo:+ 5 BC 3

83

= Lt =
sena  sen(180° -30° —«)
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